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Анотацiї

Голенкова К.О. Апрiорнi оцiнки для сiмейства невiд’ємних не-

рервно диференцiйовних функцiй, що не зростають на iнтер-

валi, i задовiльняють системi диференцiальних нерiвностей.

Дослiджуються сiмейства неперервно диференцiйовних функцiй, якi за-

довольняють системi диференцiальних нерiвностей. Основною метою до-

слiдження є доведення iснування апрiорних оцiнок для цих функцiй. Тео-

реми, отриманi в роботi, мають важливе значення в математичних дослi-

дженнях, зокрема в теорiї диференцiальних рiвнянь. Данi оцiнки можуть

також знайти своє застосування у задачах математичної фiзики та iнших

галузях, де виникають складнi нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння.

Holenkova K.O. A priori estimates for a family of nonnegative

continuously differentiable non increasing on the interval func-

tions which satisfy a system of differential inequalities.

Families of continuously differentiable functions that satisfy a system of

differential inequalities are being studied. The main goal of the research is to

prove the existence of a priori estimates for these functions. The theorems

obtained in the work are of great importance in mathematical research, par-

ticularly in the theory of differential equations. These estimates can also be

useful in problems of mathematical physics and other fields where complex

nonlinear differential equations arise.
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Вступ

Системи диференцiальних нерiвностей, якi задовольняють умовi Кошi, це

системи диференцiальних нерiвностей, для яких вiдомi початковi умови на

деякому промiжку часу. Це означає, що значення функцiї i її похiдних ви-

значенi в початковий момент часу. Цi системи зазвичай використовуються

для дослiдження поведiнки розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь.

Вони можуть допомогти встановити границi змiн змiнних у розв’язках,

що може бути корисним для розумiння того, як система рiвнянь впливає

на фiзичний процес, який вона описує. Апрiорнi оцiнки, зiбранi в резуль-

татi дослiдження таких систем нерiвностей, можуть також допомогти з

встановленням умов, за яких розв’язки систем рiвнянь будуть збiгатися до

стацiонарних точок або до рiвноважних станiв.

Системи диференцiальних нерiвностей, якi задовольняють умовi Кошi

i для яких виконуються апрiорнi оцiнки, є об’єктом дослiдження теорiї

стабiльностi рiшень диференцiальних рiвнянь. Однiєю з ключових лем цiєї

тематики є лемми типу Стампакья.

Леми Стампакья є важливими результатами в теорiї диференцiальних

рiвнянь та математичного аналiзу, оскiльки вони дають змогу отримати iн-

формацiю вiдносно розв’язкiв (апрiорнi оцiнки для розв’язкiв) диференцi-

альних рiвнянь, що в свою чергу дозволяє зробити висновки про поведiнку

розв’язкiв без прямого знаходження розв’язкi (їх аналiтичного вигляду).

Крiм того, цi оцiнки мають важливе значення в рiзних галузях, таких як

4



5

фiзика, iнженерiя та економiка. Вони можуть бути використанi для побу-

дови ефективних чисельних методiв, що забезпечують точнiсть i швидкiсть

розв’язку задач. Крiм того, леми Стампакья можуть бути використанi для

дослiдження стiйкостi та збiжностi рiзних чисельних методiв, в теорiї авто-

матичного керування, оптимiзацiї та стiйкостi систем керування, а також

в дослiдженнi стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з запiзненням,

диференцiальних iнтервальних рiвнянь, рiвнянь у частинних похiдних та

iнших областях математики та її застосувань.

Аналог леми Стампакья для сiмейства невiд’ємних неперервно диферен-

цiйовних функцiй, що не зростають на iнтервалi i задовольняють системi

диференцiальних нерiвностей, стверджує, що для кожної функцiї з цього

сiмейства iснує апрiорна оцiнка вигляду f(x) ≤ CeAx, де A i C - сталi, що

залежать лише вiд вiдомих параметрiв заданої системи диференцiальних

нерiвностей.

У роботi було розглянути сiмейство неперервно диференцiйовних фун-

кцiй, що не зростають на iнтервалi, i задовiльняють системi диференцiаль-

них нерiвностей. Метою даної роботи є доведення апрiорних оцiнок для

розв’язку нелiнiйних диференцiальних нерiвностей (Теорема 3.1 та Теорема

3.2).

Цi теореми посiдають важливе мiсце в математичних дослiдженнях,

зокрема в теорiї диференцiальних рiвнянь. Вони дозволяє отримати апрi-

орнi оцiнки для функцiй, якi задовольняють певнiй системi диференцiй-

них нерiвностей, що мiстять нелiнiйнi диференцiальнi оператори. Це дає

можливiсть краще розумiти поведiнку таких функцiй та аналiзувати їх

властивостi безпосередньо з рiвнянь. Отриманi оцiнки можуть знайти своє

застосування у галузях науки, таких як математична фiзика, де вирiшення

складних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь є необхiдним.
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Зокрема цi теореми мають важливе значення при доведеннi достатньої

умови локалiзацiї розв’язку змiшаної задачi для широкого класу параболi-

чних рiвнянь. Доведення цього факту проводиться в квалiфiкацiйнiй роботi

моєї колеги Шевчук Дарини.

Авторами статтi "Blow-up boundary regimes for general quasilinear

parabolic equations in multidimensional domains" (див. [1]) була розгляну-

та початково-крайова задача теплопровiдностi з умовою на границi та бу-

ла встановлена умова локалiзацiї розв’язку. Було показано, що для всiх j

iснує принаймнi один розв’язок задачi в обмеженiй областi, i вони є єдиними

розв’язками в цих областях. З цього був зроблений висновок, що послiдов-

нiсть цих розв’язкiв визначає єдиний розв’язок задачi в цiлiй областi.

Дана робота є продовженням дослiдження А. Є. Шишкова, А. Г. Щел-

кова на прикладi бiльш ускладненої задачi.



Роздiл 1. Постановка задачi

В областi Q = (0, T )× Ω, Ω = ΩR ≡ {x ∈ Rn : 1 < |x| < R}, n ≤ 1,

0 < T < ∞, розглядається наступна задача Кошi-Дiрiхле:

∂

∂t
(|u|q−1u)

n∑
i=1

Dxi
ai(t, x, u,Dxu) = 0, q > 0; (1.1)

u|Γ(1) = f̃(t, x), u|Γ(R) = 0; (1.2)

u(0, x) = u0 ∈ Lq+1(Ω); (1.3)

supp u0 ∈ {x ∈ Rn : |x| < d}, 1 < d < R. (1.4)

Γ(s) ≡ (0, T ) × ∂B(s), B(s) = {x ∈ Rn : |x| < s}, каратеодорiєвi фунцiї

ai задовiльняють наступним умовам коерцитивностi та зросту:
n∑

i=1

ai(t, x, s, ξ)ξi ≥ d0 |ξ|p+1 ∀(t, x, s, ξ) ∈ Q× R1 × Rn, d0 > 0; (1.5)

|ai(t, x, s, ξ)| ≤ d1 |ξ|p ∀(t, x, s, ξ) ∈ Q× R1 × Rn, d1 < ∞, i = 1, 2, ..., n.

(1.6)

Виконана основна структурна умова:

0 < q < p (1.7)

В данiй задачi ми розглядаємо область Q = (0, T )×Ω, де Ω є кiльцевою

областю в n-вимiрному просторi.

У рiвняннi (1.1) ми маємо частинну похiдну за часом t вiд виразу |u|q−1u

помножену на суму частинних похiдних за просторовими змiнними xi фун-

кцiї ai(t, x, u,Dxu). Тут q - додатне число. Таким чином рiвняння (1.1) це

нелiнiйне параболiчне рiвняння в частинних похiдних.
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Розглянемо детальнiше умови задачi Кошi-Дiрiхле.

Рiвнiсть (1.2) встановлює умови Дiрiхле для функцiї u на межi Γ(1) та

Γ(R). На межi Γ(1) задана функцiя f̃(t, x), а на межi Γ(R) функцiя u рiвна

нулю.

Початкова умова (1.3) визначає значення функцiї u при t = 0. Вона

належить простору Lq+1(Ω).

Умова (1.4) обмежує область, в якiй початкова функцiя u0 має ненульо-

вий носiй(тобто область, де u0 вiдмiнне вiд нуля). Ця область обмежена

радiусом d, де 1 < d < R.

Умови (1.5) та (1.6) встановлюють властивостi функцiй ai(t, x, s, ξ), якi

задовольняють умови коерцитивностi та зросту. Вони залежать вiд часу t,

просторових змiнних x, радiуса s та вектора ξ.

Основна структурна умова (1.7) вказує, що параметр q додатнiй та має

бути меншим за p.



Роздiл 2. Основнi означення

Розглянемо необхiднi нам основнi означення.

2.1. Означення розв’язку

Означення 2.1. Функцiя u(t, x) є енергетичним узагальненим

розв’язком задачi (1.1)-(1.3), якщо для будь-якого T0 < T :

1. u− f ∈ Lp+1(0, T0;W
1
p+1(Ω, δΩ)) ∩ L∞(0);T0;Lq+1(Ω));

2. (|u|q−1)′t ∈ Lp+1
p
(0, T0; (W

1
p+1(Ω, δΩ))∗) i виконана початкова умова (1.3)

в сенсi
T0∫
0

⟨(|u|q−1u)′t, ξ⟩dt+
T0∫
0

∫
Ω

(|u|q−1u− |u0|q−1u0)ξ
′
tdxdt = 0

для довiльної пробної функцiї ξ(t, x) ∈ Lp+1(0, T0;W
1
p+1(Ω, δΩ)) ∩

W 1
1 (0, T0;L∞(Ω)), яка обертається в нуль в околi t = T0;

3. ai(t, x, u(t, x), Dxu(t, x)) ∈ Lp+1
p
((0, T0) × Ω), i = 1, ..., n i виконана

iнтегральна тотожнiсть
T0∫
0

⟨(|u|q−1u)′t, η⟩dt+
∫
Ω

n∑
i=1

ai(t, x, u,Dxu)ηxi
dxdt = 0,

де η(t, x) - довiльна функцiя iз Lp+1(0, T0;W
1
p+1(Ω, δΩ)).

Через W 1
1 (Ω, S) обозначаємо замикання в нормi W 1

r (Ω) множини фун-

кцiй iз C∞(Ω), якi обертаються в нуль в околi S ⊂ δΩ,W 1
r (Ω) ≡ W 1

r (Ω,∅).
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2.2. Означення носiя розв’язку

Нехай u(t, x) - розв’язок диференцiального рiвняння на областi D ⊂

Rn+1, тобто u(t, x) задовольняє диференцiальне рiвняння разом з початко-

вими/краєвими умовами на областi D.

Носiєм розв’язку u(t, x) є замикання множини suppu(t, ·) (множини то-

чок x ∈ Rn для яких u(t, x) ̸= 0), тобто

suppu(t, ·) = {x ∈ D : u(t, x) ̸= 0}.

2.3. Означення властивостi локалiзацiї

Розв’язок iз означення 2.1 має властивiсть кiнцевостi швидкостi розпо-

всюдження носiя (див. [2]). Звiдти в силу умови (1.4) випливає наступна

властивiсть.

Означення 2.2. При будь-якому граничному режимi (тобто при зро-

станнi функцiї F (t) при t → T ) iснує T ′ = T ′(F,R), 0 < T ′ ≤ T таке,

що

ζ(t) ≡ inf{r : supp u(t, ·) ⊂ B(r)} ∀t < T ′.

Означення 2.3. Вважатимемо, що задача (1.1)-(1.3) має властивiсть

локалiзацiї, якщо її будь-який енергетичний розв’язок u(t, x) має наступну

властивiсть:

ζ(t) < R ∀t < T



Роздiл 3. Основнi результати

Теорема 3.1. Нехай деяке сiмейство неперервно диференцiйованих не-

зростаючих на iнтервалi [0,∞) функцiй {Ui(s)}, i = 1, 2, ..., j, j ≤ ∞ задо-

вольняє наступнiй системi диференцiйних нерiвностей:

Ui(s) ≤ λUi−1(s) + k(−U ′
i(s))

1+γ ∀s ∈ (0,∞), 0 < λ < 1, U0 ≡ 0, (3.1)

Ui(s) ≤ Ki < ∞ ∀i ≤ j, k = const < ∞, γ = const > 0, (3.2)

де Ki - неспадна послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для заданих функцiй

Ui(s) є справедливi наступнi апрiорнi оцiнки:

Ui(s) ≤ Mi(s) ≡ a1k
− 1

γ

[
a2 (kK

γ
i )

1
1+γ − s

] 1+γ
γ

+
∀i ≤ j ∀s > 0, (3.3)

де

a1 = (1−λ)
1
γ

(
γ

1 + γ

) 1+γ
γ

, a2 = (1+γ)γ−1(1−λ)−
1

1+γ , f(s)+ = max(0, f(s)).

Зокрема, справедливими є наступнi оцiнки для носiїв функцiй Ui(s):

supp Ui ∈ [0, bi], bi = a2(kK
γ
i )

1
1+γ . (3.4)

Доведення. Вказаннi вище функцiї Mi(s) є, як не складно перевiрити,

розв’язками наступних допомiжних задач Кошi:

Mi(s) = λMi(s) + k(−M ′
i)

1+γ ∀s > 0, (3.5)

Mi(0) = Ki ∀i ≤ j. (3.6)
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Доведемо тепер оцiнку (3.3) за iндукцiєю. При i=1 ця оцiнка перевiряється

безпосередньо. Нехай (3.3) вже доведено для усiх i ≤ j − 1, тобто

0 ≤ Ui(s) ≤ Mi(s), i = 1, 2, ..., j − 1, (3.7)

i доведемо тепер, що

Ui(s) ≤ Mi(s) ∀s > 0, (3.8)

Доведемо (3.8) вiд супротивного, тобто припустимо, що (3.8) не має мiсця.

Тодi знайдеться iнтервал (s1, s2) такий, що:

Uj(s) > Mj(s) > 0 ∀s ∈ (s1, s2), Uj(si) ≡ Mj(si). (3.9)

Iз означення функцiй Mi(s) i припущення iндукцiї 3.7 слiдує, що

Mj(s) ≥ Mj−1(s) ≥ Uj−1(s) ∀s > 0.

В силу цiєї нерiвностi i припущення (3.9) виконується спiввiдношення:

Uj(s) ≥ Uj−1(s) ∀s ∈ (s1, s2).

Це означає, що Uj(s) є розв’язком наступної задачi:

Uj(s) ≤ λUj(s) + k(−U ′
j(s))

1+γ ∀s ∈ (s1, s2) (3.10)

Uj(s1) = Mj(s1).

Iнтегруємо нерiвнiсть (3.10) та приходимо до оцiнки:

Uj(s) ≤ Mj(s) ∀s ∈ (s1, s2)

що i суперечить нашому припущенню (3.9). Таким чином, теорему доведе-

но.

Теорема 3.2. Нехай деяке сiмейство неперервно диференцiйованих не-

зростаючих на iнтервалi [0,∞) функцiй {Ui(s)}, i = 1, 2, ..., задовольняє

наступнiй диференцiйнiй системi:

Ui(s) ≤ a+λUi−1(s)+ki(−U ′
i(s))

1+γ ∀s > 0, i = 2, 3, ..;U1(s) ≤ a+k1(−U ′
1(s))

1+γ

(3.11)



13

Ui(0) ≤ Ki, 0 < λ < 1, a = const < ∞, γ > 0, (3.12)

де {ki} - монотонно спадна послiдовнiсть, {Ki} - монотонно зростаюча по-

слiдовнiсть, ki → 0, Ki → ∞ при i → ∞, причому

kiK
γ
i → 0 монотонно при i → ∞ (3.13)

Тодi iснує неперервно незростаюча на iнтервалi (0,∞) функцiя U0(s) така,

що U0(s) → ∞ при s → 0 i для всього сiмейства {Ui(s)} виконується

рiвномiрна апрiорна оцiнка:

Ui(s) ≤ U0(s) i = 1, 2, ..., ∀s > 0 (3.14)

Доведення. Знову запишемо послiдовнiсть допомiжних задач Кошi:

(1− λ)Mi(s) = a+ ki(−M ′
i(s))

1+γ ∀s > 0 (3.15)

Mi(0) = Ki, i = 1, 2, ... (3.16)

Легко перевiрити, що розв‘язками цих задач є функцiї:

Mi(s) =
a

1− λ
+ a1k

− 1
γ

i

[
a2

(
ki

(
Ki −

a

1− λ

)γ) 1
1+γ

− s

] 1+γ
γ

, i ∈ N , де a1

i a2 - iз (3.3). Послiдовнiсть {Mi(s)} не є монотонною послiдовнiстю, але в

силу умов монотонностi на послiдовностi {ki}, {Ki}, {kiKγ
i } має наступну

важливу для нас властивiсть: iснує строго монотонно спадна послiдовнiсть

{si} така, що si → 0 при i → ∞, а також

Mi+1(si) = Mi(si), i = 1, 2, ..., (3.17)

Mi+1(s) > Mi(s), ∀s, 0 < s < si (3.18)

Mi+1(s) ≤ Mi(s), ∀s, si < s < ∞ (3.19)

За цiєю послiдовнiстю {si} визначаємо функцiю:

U0(s) = Mi(s), s ∈ [si, si−1], i = 1, 2, 3, ..., ; s0 = +∞ (3.20)
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Доведемо, що ця функцiя є шуканою, тобто виконується апрiорна оцiнка

(3.14). Очевидною є нерiвнiсть:

Mi(s) ≤ U0(s) ∀s > 0, ∀i ∈ N. (3.21)

Введемо монотонне сiмейство незроcтаючих функцiй:

U
(i)
0 (s) =

Mi(si) при s ∈ [0, si−1]

Mj(s) при s ∈ [sj, sj−1], ∀j ≤ i− 1

Очевидно, що

U
(i)
0 = U0(s) ∀s ≥ si, U

(i)
0 < U0(s), ∀s < s1,∀i ∈ N (3.22)

Ми будемо доводити нерiвнiсть:

Ui(s) ≤ U
(i)
0 (s) ∀i ∈ N, ∀s ∈ (0,∞) (3.23)

яка в силу спiввiдношення (3.22) призведе до потрiбної апрiорної оцiнки

(3.14). При i = 1 нерiвнiсть (3.23) очевидна. Нехай ця нерiвнiсть виконує-

ться для всiх i ≤ j−1. Доведемо, що вона виконується при i = j. Доведемо

вiд супротивного. Нехай iснує iнтервал ∆ = (υ, ω) такий, що

Uj(s) > U
(j)
0 (s) ∀s ∈ ∆; (3.24)

Uj(υ) = U
(j)
0 (υ), Uj(ω) = U

(j)
0 (ω) (3.25)

В силу (3.11) i (3.12) також маємо:

Uj(s) ≤ a+ λUj−1(s) + kj(−U ′
j(s))

1+γ ∀s ∈ (0,∞); Uj(0) ≤ Kj. (3.26)

В силу (3.18) маємо:

U
(j)
0 (s) = Mj(s) > Mj−1(s) ∀s ∈ ∆j−1 ≡ ∆ ∩ (0, sj−1) (3.27)

За припущенням iндукцiї також маємо:

Uj−1(s) ≤ Mj−1(s) ≡ U
(j−1)
0 (s) ∀s ∈ ∆j−1 (3.28)
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Тепер в силу (3.24), (3.27), (3.28) отримуємо iз спiввiдношення 3.26:

Uj(s) ≤ a+ λUj(s) + kj(−U ′
j(s))

1+γ ∀s ∈ ∆j, (3.29)

а в силу (3.25)

Uj(υ) = U
(j)
0 (υ) = Mj(υ). (3.30)

Iнтегруємо диференцiйну нерiвнiсть (3.29) , з урахуванням (3.30)

Uj(s) ≤ Mj(s) = U
(j)
0 (s) ∀s ∈ ∆j,

звiдки через припущення (3.24) слiдує, що ∆ ∩ (0, sj−1) = ∅. Нехай тепер

∆j−2 = ∆ ∩ [sj−1, sj−2) ̸= ∅, υ ∈ [sj−1, sj−2). (3.31)

за побудовою функцiї U (j)
0 (s) маємо:

U
(j)
0 (s) = Mj−1(s), ∀s ∈ [sj−1, sj−2),

а за припущенням iндукцiї слiдує, що:

Uj−1(s) ≤ U
(j−1)
0 (s) = Mj−1(s) ∀s ∈ [sj−1, sj−2).

Використуємо останнє спiввiдношення та виводимо iз нерiвностi 3.24:

Uj(s) > Uj−1(s) = Mj−1(s) ∀s ∈ ∆j−2

тому iз 3.26 iз урахуванням того, що kj ≤ kj−1, маємо нерiвнiсть:

Uj(s) ≤ a+ λUj(s) + kj−1(−U ′
j(s))

1+γ ∀s ∈ ∆j−2, (3.32)

причому в силу (3.25) та (3.31)

Uj(υ) = U
(j)
0 (υ) = Mj−1(υ) (3.33)

iнтегруємо нерiвнiсть (3.32) з урахуванням (3.33) та отримуємо оцiнку:

Uj(s) ≤ Mj−1(s) = U
(j)
0 (s) ∀s ∈ ∆j−2.
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З урахуванням припущення (3.24) попередня оцiнка доводе, що ∆j−2 = ∅.

Продовжуємо таким же чином далi та встановлюємо, що

∆ ∩ [sj, sj−1) = ∅ ∀i ≤ j − 1.



Висновки

В квалiфiкацiйнiй роботi проведено огляд дослiдження сiмейства непе-

рервно диференцiйовних функцiй, що не зростають на iнтервалi i задо-

вольняють системi диференцiальних нерiвностей. Поставлена на початку

мета була реалiзована, а саме: було доведенно iснування апрiорних оцiнок

для цих функцiй. Доведенi в роботi теореми мають важливе значення для

математичних дослiджень, в тому числi в теорiї диференцiальних рiвнянь.

Оцiнки, якi були отриманi, можуть також бути використанi в задачах ма-

тематичної фiзики та iнших галузях, де необхiдно вирiшувати або аналi-

зувати складнi нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння або системи нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь.
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